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|maginate una noche claray estrellada...

Al principio, las estrellas forman una mancha difusa
gue llena el horizonte...

Pero, poco a poco, se van distinguiendo unalinea
recta agui, un cuadrado alli...

Y s tedgasllevar |o suficiente por tu imaginacion,
llegaras aver un ledn, un escorpion o un 0so...



Primer resultado “a la Ramsey”

El principio del palomar
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O, en palabras,

s tenemos n nidos y n+ 1 palomas, entonces
a menos dos de ellas duermen en el mismo nido.

M as gener almente;

sl tenemos n nidos 'y kn+ 1 palomas, entonces
al menos k+1 de ellas duermen en € mismo
nido



Segundo ejemplo

En cualquier reunion de 6 personas, 0
bien 3 de ellas se conocen entre si, 0
bien 3 de ellas no se conocen entre si.

Es decir, s coloreamos derojo y azul las aristas
del grafo

0 bien tenemos un tridngulo rojo
o bien uno azul



El teorema de Ramsey.
Los numeros de Ramsey.

Problema: dados p y g, encontrar el minimo N que cumpla
que si coloreamos las aristas de K, con dos colores, rojo y
azul, podemos encontrar un K, azul o un K, rojo.

El minimo entero con esa propiedad
es el numero de Ramsey R(p,q;2)

El g emplo anterior (y un ingrediente mas) nos dice que
R(3,3;2)=6



Teorema (Ramsey)

Dados p,,..., p,, existe N tal que s coloreamos K
con t colores, entonces hay un K p, del primer color,
0 bien un Kp, del segundo, etc.

El menor N con esa propiedad es e numero de Ramsey
R(PL,- Py 3 2)



Teorema (Ramsey) |l

Dados p,,..., p, Y I® 1, existe N tal que si un conjunto
tiene a menos ese numero de elementos y coloreamos
Sus r-subconjuntos con t colores, entonces hay un p-
subconjunto con todos sus r-subconjuntos de color |.

El menor N con esa propiedad es e numero de Ramsey
R(PL,- Py 3T)



El principio del palomar, “a la Ramsey”

R2,...2;1)=t+1
%

Es decir, coloreamos losverticesdeun K, ,
cont colores distintosy al menos hay dos vertices
en uno de los colores.

R(r+1,...,r+1; 1) = rt+1
Ifl



Tercer ejemplo (una observacion
de Esther Klein):

dados 5 puntos del plano (sin trios
colineales), hay cuatro que forman
un cuadrilatero convexo.

La envolvente convexade 5 puntos en € plano es un
poligono de 5, 4 0 3 lados




.Y el problema general?

¢, Podemos encontrar, para un n dado,

un N(n) de manera que si situamos N(n)
puntos en el plano (sin trios colineales),
haya n formando un poligono convexo?

(Hemos visto que N(4)=5)
Respuesta: Erdos-Szekeres
N(n)2 R(5,n;4)



Coloreamos | os 4-subconjuntos con |0s colores “ convexo”
y “N0O convexo”.

Ladefinicion de nUmero de Ramsey nos dice que

* 0 bien hay 5 puntos cuyos 4-subconjuntos
son todos cuadrilateros no convexos,

* 0 bien hay n cuyos 4-subconjuntos son todos
cuadrilateros convexos.

iAh!, y un poligono es convexo s sus cuadrilateros |o son.

Por cierto,
N(4)=5=2°+1
N(5)=9=28+1 N(n)=2m=+1

Conjetura:




Cuarto ejemplo:

dada una lista ordenada de 5
numeros reales, al menos 3 de
ellos (en el mismo orden) forman
una sucesion monotona.




El problema general:

dado n, encontrar M(n) de manera
gue cualquier sucesion de M(n)
numeros reales contenga una
subsucesion monotona de longitud n

Resultado: M(n) 3 R(n,n,n,n; 3)

Coloreamos los trios de nimeros con |los colores



Un resultado mejor (Erdos y
Szekeres, de nuevo):

dados n?+1 ndmeros reales, n+1
de ellos forman una sucesion
monotona.

i Son versiones cuantitativas del teorema de Bolzano!



Quinto ejemplo:
iFermat no tenia razon!

(igem!, en Z))

Teorema (Schur)
Dado un entero m, podemos encontrar §m) tal ques p
es un primo grande, p 3 §m), entonces

Xm - ym: Zm

tiene solucion no trivial en Zp



Se prueba utilizando el siguiente lema:

Lema
Dado un entero m, podemos encontrar N(m) tal que s

N 3 N(m) y coloreamos €l conjunto {1,...,N} con m
colores, existiran X, y, zdel conjunto con el mismo

color y tales que
X+y=27

Basta comprobar que
N(m)= R(3,...,3; 2)-1



¢..Se conocen los valores de los
numeros de Ramsey?

Muy pocos. Por g emplo, paralos numeros del tipo R(p,q;2),

5 6 7 8 9 10
4

1: 18 223 2 H 4043
S 34l 4961 58384 0115 80149
4349 5887 83143 B26 114316 118442

34
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O, por gemplo, R(3,3,3;2)=17 (éste esfacil)



¢,Y como son de grandes los
numeros de Ramsey?

EN0000000rmes



Cotas superiores

R(p,a) £ R(p,g-1) + R(p-1,9)

R(p,g) £ ( o q2)

Cotas Inferiores

Con & método probabilistico de Erdos
(paraR(p,p;2) )



Problema abierto:

Se sabe que
V2 £liminf R(k,k)"* £ limsup R(k,k)"* £ V4
k ® ¥ k ® ¥

Pero, sexiste realmente

im  R(k,k)¥¢ 2
k® ¥



Versiones Infinitas:

= lTeorema (Ramsey infinito) Dado un
conjunto A infinito numerable, si coloreamos
sus k-subconjuntos con r colores, entonces
existe un subconjunto B infinito cuyos k-
subconjuntos llevan el mismo color.

= Corolario (Bolzano) Toda sucesion infinita
de numeros reales contiene una subsucesion
Infinita creciente o decreciente.



Un par de resultados sobre
progresiones aritméticas:

= Teorema (van der Waerden): dados | y r, existe n, tal que
sl n 3 ny y coloreamos {1,..,n} con r colores, entonces hay
una progresion aritmética monocromatica de longitud |.

= Teorema (Szemeredi): si A es un conjunto de enteros
positivos de densidad superior positiva, entonces A
contiene progresiones aritmeticas arbitrariamente largas.



Un poco de historia:

amd F. P. Ramsey [Dee. 13,

oM A FROBLEM OF FORMAL LOGIC
Dy 1. . Toossey.
{Resaived 38 Forember, 1038 —Mand 13 Dacember, 1996,

This paper is pricarily concorned with a specil case of one of the
leading problans of nmibenstical logie, the problens of finding s scguler
provedure to delsrmine e truth or |R|N't1'|' of ROy given loglon] formuls®.

1 But m ibe course of this imvestigotion ik is neocssary to use cerfain
r ) theorema on comiibinnlmns whicl lsve an mdependent imterest and sre
mosd convenmntly ==k oul by themsslves belorehand

i

Tha theorems which we actumliy reguire pobeern finila olasses 1I||l'}'.
bk wo shall erim with s stmibnr Qworemn alwid mfinile clidsis which is
asier (o prove amd gives & simplo ¢xameple of e method of angonmest.

Treokem A Lot " be an infinite closs, and p and v potitive fnlagens
and [ef all Phess sub-clerses llf ' which hpee |'..1'ﬂ|'”l r memliors, or, o re
may sag. lob all r-combinations of the membery of ' be divided in ooy
manner wle @ tautuslly erclurive claseer O, (fe=1, 8, .., p), 20 thal
epery roombination i g member af one ond only one ;) then, assuining
the axiom of seloctione, ' wnal contein an mfinite sub-closs A sweh that
aff thie rcombivations of the mombers of A beolong to the same ©

Conilder first the rase =9 (If p =1 there is nathing ta prove,)
The theorem {8 triviol when ris 1, and wa prove it for all voloes of r by
mdugtion. Lot us poomme i, therefore, when r=p—1 aml dedince it
for F==p, there being, since g =2, only two clasees O, namely &, and
.

& Cglisd in Genman the Esiekel funpyvolise ) we Willart ond Askewann | Orunidsgge
der Theorptinehen Dopk, T80,




